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An Introduction of Katahiro Takebe’s Usage of Lagrange Interpolation 
for a Problem of Area of Segment in Kenki Sanpo
Kenichi SATO
Abstract
   This paper introduces one traditional Japanese mathematical book, Kenki Sanpo (1683) by Katahiro 
Takebe (1664 - 1739). In this book Takebe solved a problem of area of segment utilizing the 
approximate formula for the length of arc reduced by means of Lagrange interpolation.  The author 
points out Takebe’s solution was constructed on the base of simultaneous equations which the 
ancient Chinese mathematician developed on the 1st century A.D.






















































































































に c を乗じて 16 倍した数を甲とおく。c
を自乗して 4 倍し、a の自乗を加えた数
を乙とおく。また、c を自乗し 8 倍した
数を乙から減じて、その差に aを乗じて
甲を加える。これを自乗した数を丙とお
く。c の 8 乗に乙を乗じて 183275520 倍
した数と、乙の 5 乗を 81 倍した 2 つの
数を加えて、丁とおく。cの 10乗に
5733613568倍した数と、c の 6 乗に乙の
自乗を乗じて 261217536 倍した数と、c
の 4 乗に乙の 3 乗を乗じて 96337664 倍
した数と、c の自乗に乙の 4 乗を乗じて








甲 = 16 c S
乙 = 4 c2 + a2
丙 = {(乙 - 8 c2 )a + 甲}2
矢 = c
弦 = a
丁 = 183275520 c8 乙 + 81 乙 5
左辺 = 5733613568 c10 + 261217536 c6 乙 2
+ 96337664 c4 乙 3 + 73573068 c2 乙 4 - 丁
右辺 = 73549440 c2 乙 丙
これより Sの 2次方程式として
右辺 - 左辺
= -34180225024 c10 - 20658110208 c8 a2
- 9657023232 c6 a4 - 1567691552 c4 a6
- 22008 c2 a8 + 81 a10
- 2353582080 c3 a (16 c4 - a4) S

















形の弧長を l とすると、直角三角形 OPQ
に三平方の定理を用いて 4 c2 + a2 = 4 c d
を得る。また、弓形の面積 S を扇形 OQR
から三角形 OQRを減じて求め S = 1/4 l d
- 1/2 (1/2 d - c)a となる。これらから甲























甲 = 16 c S
乙 = 4 c2 + a2
丙 = {(乙 - 8 c2 )a + 甲}2
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= -34180225024 c10 - 20658110208 c8 a2 
 - 9657023232 c6 a4 - 1567691552 c4 a6 
 　　- 22008 c2 a8 + 81 a10 
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OPQに三平方の定理を用いて 4 c2 + a2 = 4 c d を得る。
また、弓形の面積S を扇形OQRから三角形OQRを減じ
て求め　S = 1/4 l d - 1/2 (1/2 d - c)a　となる。これ
らから甲と乙を経て　丙 = 16 c2 d2 l2 が得られる。
　あらためてこのS と丙を一連の式に代入して方程式
(A)を書き直すと、以下のようになる。
左辺 = 5733613568 c10 - 733102080 c9 d 
+ 4179480576 c8 d2 + 6165610496 c7 d3 
　　　　+ 18834705408 c6 d4 - 82944 c5 d5
右辺 = 4707164160 c5 d3 l2
これより　左辺 = 右辺　として整理をすると、
599232 c5 - 715920 c4 d + 4081524 c3 d2 
　　　+ 6021104 c2 d3 + 18393267 c d4 - 81 d5







ちM + N l = 0, l2 = f (c, d) の連立方程式(M, N はl 以
外の文字を含む多項式）からl を消去するために用いる
















[訳文]（前述した記号l, c, d を用いる）
   　第1問
- 5 -





左辺 = 5733613568 c10- 733102080 c9 d
+ 4179480576 c8 d2 + 6165610496 c7 d3
+ 18834705408 c6 d4- 82944 c5 d5
右辺 = 4707164160 c5 d3 l2
これより 左辺 = 右辺 として整理をす
ると、
599232 c5- 715920 c4 d + 4081524 c3 d2
+ 6021104 c2 d3 + 18393267 c d4 - 81 d5






































[訳文](前述した記号 l, c, dを用いる)
第 1問
lの導出式
第 1項(lの定数項) +c5 の 5599232倍
第 2項(lの定数項) -c4 dの 715920倍
第 3項(lの定数項) +c3 d2 の 4081524倍
第 4項(lの定数項) +c2 d3 の 6021104倍
第 5項(lの定数項) +c d4 の 18393267倍
第 6項(lの定数項) -d5 の 81倍
第 7項(l2 項の係数) -d3 の 4596840倍
第 1項と第 3項と第 4項と第 5項を加
え、そこから第 2項と第 6項を減じた
式を[l に関する]定数項とし、第 7 項
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　　　　l の導出式
第1項（l の定数項） +c5 の5599232倍
第2項（l の定数項） -c4 d の715920倍
第3項（l の定数項） +c3 d2の4081524倍
第4項（l の定数項） +c2 d3の6021104倍




















にd = 1として l2 = f (c) = a5 c5 + a4 c4 + a3 c3 + a2 c2 + 
a1 c + a0 と表記する。
　従来の評価では、このf (c)には定数項a0があるため





長の真値を与えると、l = Arccos(1 - 2 c) となるので、
f(c)の誤差F(c)は
　　　F(c) = {Arccos(1 - 2 c)}2 - f (c)



















価となる。以下、簡単のために d = 1とし
て l2 = f (c) = a5 c5 + a4 c4 + a3 c3 + a2 c2
+ a1 c + a0 と表記する。
従来の評価では、この f (c)には定数項 a0







Arccos(1 - 2 c) となるので、f(c)の誤差
F(c)は
F(c) = {Arccos(1 - 2 c)}2 - f (c)
として表現される。0 ≦ c ≦ 0.5の範囲で
F(c)のグラフを描くと[図 3]のようにな
る。
[図 3] F(c) = {Arccos(1 - 2 c)}2 - f(c)










[図 3]から判明することは、F(c) = 0とな








う。f(c)は c の 5 次式となっているが、上
の 6つの cの値の弧長を元にして作られて





































価となる。以下、簡単のために d = 1とし
て l2 = f (c) = a5 c5 + a4 c4 + a3 c3 + a2 c2
+ a1 c + a0 と表記する。
従来の評価では、この f (c)には定数項 a0
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F(c)は
F(c) = {Arccos(1 - 2 c)}2 - f (c)
として表現される。0 ≦ c ≦ 0.5の範囲で
F(c)のグラフを描くと[図 3]のようにな
る。
[図 3] F(c) = {Arccos(1 - 2 c)}2 - f(c)










[図 3]から判明することは、F(c) = 0とな








う。f(c)は c の 5 次式となっているが、上
の 6つの cの値の弧長を元にして作られて





















































































































































 2　 c2 = 2寸、a2 = 8寸である。S2を求めよ。　
　　答　S2 = 11.28歩
 3　 c3 = 3寸6分、a3 = 9[正しくは9.6]寸である。S3を
求めよ。　答　S3 = 25.6032歩
 4　 c4 = 2分、a4 = 2寸八分である。S4を求めよ。
　　答　S4 = 0.4568歩
 5　 c5 = 5寸、a5 = 1尺である。S5を求めよ。
　　答　S5 = 39.5歩




解法。Si = (ai2 + 25 ci2 + 25 ai ci)/ 50 とす
ると、それぞれが右の答に合致する。
第 1と 2の弓形










S3 + S4 = 52.12歩 を得る。円の中の長
方形の面積 26.88 歩を加えると 79 歩
となる。これも Aとなる。
第 5の弓形の図[図は省略]
第 5の弓形は半円である。2 S5 = 79歩
を得る。これも Aとなる。
解法の説明
弓形の面積を求めるには、c と a に方程
正負の術を用いる。
a12 + a22 = 100、a1 c1 + a2 c2 = 22、c12 + c22 = 5、
(A - 48)/2 = 15.5歩。これら 4数を配列し
て連立方程式の第Ⅰ式の数係数とする。
a32 + a42 = 100、a3 c3 + a4 c4 = 35.12、c32 + c42
= 13、(A - 26.88)/2 = 26.06歩。これら 4
数を配列して連立方程式の第Ⅱ式の数係数
とする。






a2 の和 a cの和 c2 の和 Sの和
Ⅰ 100 22 5 15.5
Ⅱ 100 35.12 13 26.06


























a2 の和 acの和 c2 の和 Sの和
Ⅳ [空白] 13.12 8 10.56





係数は 0 となり]c2 の和の係数として 38.4
歩、Sの和として 19.2歩を得る。19.2÷ 38.4
を計算すると、c2 の 1箇につき、弓形の面















　　 S3 + S4 = 52.12歩 を得る。円の中の長方形の面積
26.88歩を加えると79歩となる。これもA となる。
第5の弓形の図[図は省略]





a12 + a22 = 100、a1 c1 + a2 c2 = 22、c12 + c22 = 5、(A - 
48)/2 = 15.5歩。これら4数を配列して連立方程式の第
Ⅰ式の数係数とする。
a32 + a42 = 100、a3 c3 + a4 c4 = 35.12、c32 + c42 = 13、(A 
- 26.88)/2 = 26.06歩。これら4数を配列して連立方程式
の第Ⅱ式の数係数とする。





a2の和 a c の和  c2の和 S の和
Ⅰ    100     22     5  15.5
Ⅱ    100     35.12    13 26.06

















a2の和 ac の和 c2の和 S の和
Ⅳ [空白] 13.12 8 10.56

















　今、c6 = 0.36、a6 = 3.52、c7 = 3.24、a7 = 9.36[a7は正
しくは9.28か]の数を対にして、前の連立方程式に追加
して組み込むと次のような数係数の配列になる。
 c3の和  a c2の和   a2 c の和   a3の和  S の和
9 38 164 728 15.5
46.664 124.528 333.344 906.688 26.06
34.044992 98617984 287.820032 863640064 23.0264
























　　Si = p3 ci3 + p2 ai ci2 + p1 ai2 ci + p0 ai3 として、数係
















今、c6 = 0.36、a6 = 3.52、c7 = 3.24、a7 = 9.36
[a7 は正しくは 9.28 か]の数を対にして、
前の連立方程式に追加して組み込むと次の
ような数係数の配列になる。
c3 の和 a c2 の和 a2 cの和 a3 の和 Sの和
9 38 164 728 15.5
46.664 124.528 333.344 906.688 26.06
34.044992 98617984 287.820032 863640064 23.0264






























Si = p3 ci3 + p2 ai ci2 + p1 ai2 ci + p0 ai3 と
して、数係数{p3, p2, p1, p0}を決定するため
に次の連立方程式(D)を構成する。
連立方程式(D)
S1 + S2 c13 + c23 a1 c12 + a2 c22 a12 c1 + a22 c2 a13 + a23 p3
S3 + S4 = c33 + c43 a3 c32 + a4 c42 a32 c3 + a42 c4 a33 + a43 p2
S5 c73 a7 c72 a72 c7 a73 p1
S6 + S7 c53 + c63 a5 c52 + a6 c62 a52 c5 + a62 c6 a53 + a63 p0
この連立方程式(D)を解くことによっ
































































　　k ･ l112 = 0.4140937337151272,
　　k ･ l122 = 0.4140937439357502,
　　f(1/10) =  0.414093739246961
となる。これより
　　k ･ l112＜f(1/10)＜k ･ l122 
であることは確認されるが、これらの値からどのよう
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